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1 Préambule

On commence par se placer dans le repere de FRENET. On a donc le
systeme d’équations suivant (équations d’évolution) :

T =wvcosf
Yy =wvsinf
0 = uv

On a bien X = F(X,u,t) car

T _ T
X = Yy et X = y
0 0

Le but est de minimiser a la fois la commande et le temps de parcours, il
faut donc résoudre :

ty
Min/ (v +kM?*)dt  avec k>0
0

— M étant la limite de la commande (=M < u < M),

- k= ]’:—i, permettant de favoriser le temps de parcours ou le confort de
commande,

— on choisit I'indice f pour ¢ =ty et I'indice 0 pour ¢ =0
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Pour résumer, on a le systeme suivant :

T = wvcosb b =35
Yy =vsinf To =0
0 = uv et ygz()
z2+u2—M2:0 90:0

2 Formulation de Lagrange

On introduit le Lagrangien instantané :

‘ [i—vcosﬁ-l
L(X,X,u,p,t) = u’+kM* +[pipaps] x | y—vsin® | +pu(z*+u* — M?)
[ 0 — uv
= w4+ kM? + py (i — vcosb) + pa (i — vsinB) + ps(6 — uv)
+u(2? +u? — M?)

En utilisant les conditions nécessaires d’optimalité, on obtient les systemes
suivants :

( %(Lfﬁ):%(pl) L, =0 p; — constante
d 11(Ly) = 3 L,=0 — constante
1 Lx) = Lx & o i (L) = 5 (p2) y P2
[ — p3s = v(p1sind — pycosb) %L’,Z-:ozgﬂz
= — - ) = dt u u
(( L(Ly)=0 L, =i—vcosh
d 9(L;)=0 L, =y —vsind
%('CP?)):O £p3:9—uv
i(‘C#):O £u222+u2—M2
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p1 = «cos 3

P implifi te : :
our simplifier ce systeme, on pose { Dy = avsin B

On en arrive alors au systeme suivant :

p1=0
P2 =0
p3 = v(p; sin @ — py cosB) = vasin(f — )
uz =20

vps = 2u(1l + p)
p; = acos B
| p2 = asinfj

On pose I'hypothese suivante : p; > 0 et p© > 0 et toutes les autres
fonctions sont au minimum continues par morceaux sur l'intervalle d’étude.
De I'équation pz = 0, on peut voir qu’il se dégage deux cas principaux dont
un encore décomposable en deux cas :

z2=0 ~u=-M
a=20
p="0 Nf>{a7f$0

3 Etude des cas

3.1 2=0

z2=0~u=—-M (1)
3.2 pu=0
3.21 a=0

Dans le cas ou « est égal a zéro, p3 se simplifie et devient une constante
car sa dérivée est nulle.

~ u =" (constante) (2)
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3.22 a#0

Dans ce cas, on a : p3 = 27“ , donc p3 = 27“ Or p3 = vasin(f — f) et

0.

u = . ; on obtient donc I'équation différentielle suivante :

USOZ

0= —-sin(0 = 5) (3)

que 'on peut simplifier de la maniere suivante :

= ”?’T‘J‘sin(ﬁ - B)

= ”?’T‘)‘(sinﬁcosﬂ — cosfsin f3)

U2

= (cos By — sin i)

|
Q

Donc
0 = ”270‘((30553/ —sinfz) + K

K étant la constante d’intégration

4 Tracé des courbes

4.1 Simple courbure variable

La condition de transversalité stipule :

(L - LEX)At+ LEAX =0

Ce qui nous donne :

(u? + kM? — prvcos @ — pyvsin @ — psuv) At + psAf =0
Ceci VAL, VAO en t = ty, ainsi :

{ ps3(ty) =0

u? + kM? — pivcos — pyvsin @ — pyuv = 0

Il est quasiment impossible d’arriver au point demandé en n’utilisant
qu'une trajectoire a courbure variable. La zone d’arrivée possible de ce type
de courbe est trop difficile a déterminer. Ce qui nous amene a utiliser un autre
type de trajectoire : courbure variable — arc de cercle — courbure variable.

Optimisation — Avril 2002 - 4



CEROU, MANNHEIM, VAN OUDENHOVE

4.2 Mélange de trajectoires

Soit t; et ty les temps de changement de type de courbe. L’indice 1 est
rattaché a la premiere trajectoire a courbure variable et I’indice 2 a la derniere
partie de la courbe. On définit au départ les valeurs «q, 31, t;. Cela nous
permet de calculer z; et y;. De plus, nous savons que § = C car nous entrons
a t; sur 'arc de cercle.

0=C (4)

En intégrant :
6 = C(t) + cste
On trouve la constante en utilisant la premiére courbe :

De plus, nous avons toujours :

T = wcosl
{ y = wvsinf (5)
On obtient donc (4 & 5) :
dx v
WBW-C sin 6

En intégrant :

v o,
T = — sin 0 + cste

C

On détermine la constante grace a x

v
T = I sin 6, + cste

En faisant de méme pour y, on obtient le systeme suivant :
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r = x4 5(sinf —sind))
y = y1+ &(cosf —cosb)

Pour reprendre une trajectoire a courbure variable, on reprend I'équation
différentielle sous une forme différente (en 62) :

0> = —ayv®cos(f — By) + cste

Or au point 2, on a :

0 = —av®cos(fy — fo) + cste
Donc :
02 = —av3(cos(f — By) — cos(fy — Bs))
Or éf =0
0 = —apv3(cos(fy — Bz) — cos(fy — [2))

On obtient donc :

cos(; — fa) = cos(By — )

Le programme ne permet toujours pas d’atteindre n’importe quel point
du plan. Cependant, on fait tourner le programme et on choisit ensuite un
point par lequel passe la courbe.

5 Sources des programmes

5.1 Simple courbure variable

clear all;

global v alphaa beta
global tetaf

%%% declaration des variables
k=0.01;
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M=-.015;
v = 20;
tetao = pi/2;
xo = 0;
yo = 0;
xf=400;
y£=400;
to = 0;
tf = 200;
a =4,

b = 2;

%kt definition des vecteurs et calculs des alphaa et beta

tspan = [to:200:tf];
condini = [xo0, yo, tetao];

beta = atan(yf/xf)-pi
beta=-0.3
alphaa = k*M*M/(v*sin(beta))

hhte programme

[t, Xd] = ode45(’derivee’, tspan, condini)

xdl = Xd(:,1);
xd2 = Xd(:,2);
xd3 = Xd(:,3);

plot(xdl, xd2)
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5.2 Trajectoire courbure variable — cercle — cour-
bure variable

clear all;
global v alphaal betal C alphaa2 beta2

%%h%h declaration des variables

k=0.01;
M=-.015;
v = 20;
tetao = pi/2;
xo0 = 0;
yo = 0;
xf=500;
y£=600;
to = 0;
t1 = 100;
t2 = 150;
t3= 300;
a =4,

b = 2;

%%% definition des vecteurs

tspan = [to:tl:tl];

condini = [xo, yo, tetaol];
betal = 0.3
alphaal = -.0000001

%h% premiere protion de courbe

[t, Xd] = ode45(’deriveel’, tspan, condini)

xdl = Xd(:,1);
xd2 = Xd(:,2);
xd3 = Xd(:,3);
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%kt deuxieme portion de courbe

x1=xd1(size(xd1,1),1) Y%conditions initiales
yl=xd2(size(xd2,1),1) %de la deuxieme portion
tetal=xd3(size(xd2,1),1)
C=(alphaal*vxv/2)*(ylxcos(betal)-xl*sin(betal))

tspanl= [tl:t2-t1:t2] ;
condinil = [x1, y1, tetall;
[t, Xd1] = ode45(’derivee2’, tspanl, condinil)

xd11l = Xd1(:,1);
xd21 = Xd1(:,2);
xd31 = Xd1(:,3);

%kt derniere portion de courbe

x2=xd11(size(xd11,1),1) %conditions initiales
y2=xd21(size(xd21,1),1) %de la derniere portion
teta2=xd31(size(xd21,1),1)

beta2 = atan(yf/xf)

alphaa2 = k*xMxM/(v*sin(beta2))

tspan2= [t2:t3-t2:t3] ;
condini2 = [x2, y2, teta2];
[t, Xd1] = ode45(’derivee3’, tspan2, condini2)

xd12 = Xd1(:,1);
xd22 = Xd1(:,2);
xd32 = Xd1(:,3);

%hte affichage

plot(xdl, xd2,’r’,xd11, xd21,’k’,xd12,xd22,’b’);
set(gca,’Ylim’,[-10 2000]1);

set(gca,’Xlim’,[-10 2000]1);

set(gca, ’DataAspectRatio’, [1 1 1]);
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5.3 Sous-programmes pour la résolution numérique (ode45)
5.3.1 Courbure variable

function Xpoint = derivee(t, X)

global v alphaa beta

t;

teta=X(3);

Xpoint (1) = vxcos(teta);

Xpoint(2) = v*sin(teta);

Xpoint (3) = alphaa*vxv*(cos(beta)*X(2)-sin(beta)*X(1))/2;

Xpoint = Xpoint’;

5.3.2 1°° portion

function Xpoint = deriveel(t, X)

global v alphaal betal

t;

teta=X(3);

Xpoint (1) = vxcos(teta);

Xpoint(2) = v*sin(teta);

Xpoint (3) = alphaal*v*vx(cos(betal)*X(2)-sin(betal)*X(1))/2;

Xpoint = Xpoint’;

5.3.3 2°"¢ portion

function Xpoint = derivee2(t, X)

global v C

t;

teta=X(3);

Xpoint (1) = vxcos(teta);
Xpoint(2) = vxsin(teta);
Xpoint(3) = C;

Xpoint = Xpoint’;
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5.3.4 3°"° portion

function Xpoint = derivee3(t, X)

global v alphaa2 beta2

t;

teta=X(3);

Xpoint (1) = vx*cos(teta);

Xpoint(2) = vxsin(teta);

Xpoint (3) = alphaa2*v*vx(cos(beta2)*X(2)-sin(beta2)*X(1))/2;

Xpoint = Xpoint’;

6 Courbes obtenues

6.1 Courbure variable
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6.2 Meélange des trajectoires
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